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とも言うことができる．本節では，中島啓に従い，McKay対応をC2上のG一同変
連接層のことばで言い換えてみる．
　GをGL（η，　C）の有限部分群とする．　Cπの上の連接層でG一同変な作用を持っも
ののなす圏をCohG（Cπ）と書くことにする．ア，9∈CohG（Cπ）に対し，
　　　　　G－1｛◎P吻c。（ア，9）：＝H◎mc。hG（c・）（ア，9）＝（HomOc。（ヂ，の）G
とし，
　　　　　　　　　　G－E・tも。。（ア，9）・一（E・tε。。（夕，9））θ
とおく（Cの標数が0でGは有限群なので，G一不変部分をとる函手は完全である）．
ア，9の一方がコンパクトな台を持つとき，
　　　　　　　　G－E・tも。。（ヂ，9）竺G－E・t翫：（9，ヂ⑧κ・り＊
が成り立っ（G同変Serre双対性）．　DG（Cπ）をCohG（Cη）から定まる導来圏とし，
Dξ（Cη）をその台が原点oに含まれるものからなる充満部分圏とする．また，κG（ぴ），
κ敷◎）をそれぞれに対応する段othend輌eek群とする．κ否（Cっは禽⑭σぴ（《＝
◎，＿，τ）を，κξ（Cつ｛まρz⑧Oo（《＝（），，＿，r）を基とする自由加群である．
　1（θ（Cπ）と婿（Cπ）は
　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　くア，9＞一ΣdimGE・tも。。（ア，9）
　　　　　　　　　　　　　　　ε＝0
により互いに双対である．また，κξ（Cπ）の二つの元にっいてもくア，9＞と書くこ
とにする．（注：Kξ（Cπ）一〉κG（ぴ）は単射ではないので，〈，〉はK鼠Cπ）上は退化
している．）G⊂SL桓，　C）ならば，　Se汀e双対性により，＜夕，9＞＝（－1）露〈9，夕〉
である．
　G⊂SL（2，C）の時に，〈ρ‘⑧0。，ρゴ⑭0。〉を計算してみよう．　Extを計算する
ためには局所自由分解を取るのであるが，それにはKos別1複体を用いる：
　　　　　　　　　　0→Ω62→Ω↓2→Oc2→Oo→0．
G⊂SL（2，　C）であるから，これは
　　　　　　　　　0→Oc・一〉ρ蛎⑭Oc・→Oc・→0。→◎
と書ける．これに角をテンソルしたものを考えて，
＜ρゴ⑭0・，ρゴ（8）Oo＞＝：2＜ρ‘⑧Oc2，ρゴ⑧Oo＞一＜ρロat⑧ρゼ⑭Oc2，ρゴ⑱Oo＞
　　　　　　　　　　＝2δη一αij
となる．従って，McKayの発見は次のように言い換えられる：
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補題L1（中島）．κξ（C2）の双線形形式〈，〉の表現行列（〈ρ輌⑧0。，窃⑧0。〉㍉
はアフィン0励肌行列である．
　τ：y→C2／Gを最小特異点解消，　E1，．．．，召．を既約な例外因子とする．　K。（γ）
で，例外集合に台を持つγ上の連接層のなすκ群を表す．ア，9∈K。（γ）に対し
ても，Extの次元の交代和でくア，9＞を定義する．これは，0次元の台を持つ層
に対しては恒等的に消え，因子に対しては交点数の符号を変えたものである．よっ
て，既約例外曲線と，fundamental　cycleの（－1）倍でアフィンCartan行列ができ
る．そこで，1（。（γ）の基底として
一
［ωτ一・（。）］，OE、（－1），・一，OE．（－1）
を取れば，これについての〈，〉の行列表示がアフィンCart孤行列になる．ここ
で，ωアー・（。）はfundamental　cycleゲ1（o）のdualizing　sheafであり，　OE、（－1）は
昆竺P1上の次数一1の直線束である．従って，（番号1，．．．，rを適当に付け替えれ
ば）禽⑧0。，．．．，ρ．⑭0。を上の基底に対応させることによって，（婿（C2），〈〉）と
（1（。（y），〈〉）との間の同型が得られる．この同型がG－Hilbの場合のFourier一向井
変換からできること，および，この同型とWey1群の作用を合成したものが，他の
モデュライ空間の場合のF◎碇ier一向井変換からできることを，後で説明する．
注1．2．上のK。（γ）の基底は，〈OY，一［ω。．・（o）］〉ニ1，〈0γ，OEK－1）〉＝0とい
う条件で選んだ．
2　モデュライ空間とその構成
McKay対応の解釈，3次元でのcrepant　resolutionの統一的構成，といった点で，中
村の導入した，群軌道のHilbert　scheme（G－Hilb）は大きな役割を果たしている．こ
こでは，G⊂GL（η，C）に対し，　G－Hilb（cn）を次のように定義する：
（このように定義すると，一般次元では既約とは限らない．）上のような2をG－
clusもeΣと呼ぶ．すなわち，　G－H品はGclusterのモデュライ空閥である．これから
考えるのは，G－Hilbを，部分スキームよりはむしろG一同変連接層Ozのモデュライ
空間と見て，一般化したものである．2次元の場合には，本質的には，Kronheimer
｛Kr］のモデュライ空間（の複素パラメータ◎の場合）（｛CS］参照）であり，一般には
Sardo－1血ri［S］のものと同じものである．
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　θ：Irr（G）→Qを任意の写像とする．　Gの有限次元表現γ＝㊥ρ∈1，，（G）巧⑭ρに
対し，θ（y）＝Σρ∈Irr（G）θ（ρ）dim％と置く．有限の台を持つE∈CohG（Cπ）につい
ても，θ（E）＝θ（HO（E））と置く．
定義2．1．有限の台を持つE∈CohG（Cπ）がθ一stableとは，
●θ（五）＝o，
●F⊂Eが自明でない同変真部分加群であれば，θ（F）＞0，
が成り立つことを言う．不等号が等号付きであるとき，Eはθ一semi－stableであると
いう，
後で主に考えるのは，∬o（めがGの正則表現Rである場合である．
R一㊥R，⑧ρ
　　ρ∈IZT｛G）
と分解したとき，d輌m　Rρ＝dimρとなるのが正則表現であった．　E∈C◎hG（Cπ）で
Gの表現としてHO（E）蟹Rとなるものを，筆者の共同研究者であるA．　Crawに
倣ってG－constellationと呼び，　G－constellationの全体をCoh象Cπ）と表すことに
する．
補題2．2．θ：Irr（G）→Qを，θ（R）＝0かつθ（ρo）＜0，θ（ρ）＞0（ρ≠ρo）を満たす
ものとする．このとき，E∈Coh9（Cπ）について，次は同値である．
●五はθ．5励～εである．
●Eはθ．3e斑．3編6～eである．
●E竺Ozとなる3％b3c舵me（すなわち，G磁蹴θDZcCπが存在する．
Pアoo∫θ（R）＝Σρ∈Irr（G）（dimρ）θ（ρ）＝0であってdimρo＝1であるから，仮定に
よりRの非自明な部分表現3についてはθ（S）≠0である．従ってθ一stabilityと
θ一semi－stabilityは一致する．さらに，θ（5）＜0となるのはSがR⑳⑧ρoを含むと
きである．従って，万がθ一stableであるということは，　E竺θRとしたときに，　E
が丑鱒⑭拘の一つの元でOc。一加群として生成されるということと同値である．□
従って，上のようなθに対しては，G－Hilb（◎）が，θ一stableなGconsteHationの
モデュライ空間である，ということになる．
　以下，中島に従ってCη上の同変連接層を「可換性条件」を満たす簸の表現とみ
なし，そのモデュライ空間を構成する．すなわち，Gの表現yとθ（γ）＝0とな
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るθ：Irr（G）→Qについて，θ一stableなE∈Coh9（ぴ）のモデュライ空間を構成
する．Q＝Cπで，　GcGLぴ，C）により与えられるGの表現を表すことにする．
E∈Co蹄（（Cη）とGの表現空間としての同型E竺Clqγの組を与えるということ
は，γへの多項式環のひ同変な作用を与える，ということである．そこで，
N（v）＝｛8∈H◎mc｛〔鍵1（ジ9⑭v）i8〈B＝◎｝，
とおく．ただし，8∧8はHomqG］（ジ∧2Q㊦V）の元である．　B∈Ho鞠1〈パジQ⑧Vり
　　　　　　　ゆはVへの㊥π（㊦Q＊）の作用を与え，B〈B＝◎はそれが可換である，すなわち多
項式環の作用から来るための条件である．よって，万∈人r（γ）が上のようなE∈
Coh9（Cη）とE竺qGlγの組だと思える．　AutqG］（γ）⊂GL（γ）によりGの表現と
してのγの自己同型群を表す．これは，
　　　　　　　　　　　　A・tqq（γ）－nGL（％）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ∈lrr（G＞
と分解する，
　　　　　　　　　　　　PAutqG］（γ）：＝Autq（承V）／ぴ
とおく．ただし，C＊はγのスカラー乗法群である．このPAutqGl（γ）はV（γ）に
共役により作用する．PAutc圏（γ）の指標群は
｛θ：lrr（G）→Z1θ（y）＝0｝
であることに注意する．このようなθはW（y）上の自明な直線束の線形化を与える．
定理2．3（KiΣ1glKiD．8∈ノV呼（y）とする．これがPAutc｛〈パV）の作用と線形化θ
に関してθ∫Tの意味で〔3ε斑り5拍剤eであることと，対応するE∈C◎h9（Cっが
θイ3e琉ソ8励／eであることとは，同値である．
そこで，
M・（γ）・一ノV（γ）ツPA・t・｛G］（γ），　M・（γ）・⇒W）『PA・t，IG】（γ）
とおくと，これらはθ一sもableおよびθ一semi－stableなE∈Co碍（ぴ）のモデュライ
空間となる．M♂y）はアフィンスキームであり，ルぷV）はその上に射影的である．
　本稿においては，γが正則表現の場合を考察する．G一孤bに対しては，1頚be誇
CIlow　moエphismというものが存在したが，
命題2．4．γニRr正則表現ノのとき，ルfθ→C／G：E吟supp（E）はスキームの射
になる．特に，自由軌道のなす開集合上この射は同型である．また，θ一s励乞1吻と
θ一3e琉一5鋤‘1吻とが一致するとき，この射は射影的である．
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　さらに，
命題2．5．γ＝Rのとき，妬二＝W（R）上には肌舵r3α1允m砲が存在する．
Prooφ人r二＝MR）上のベクトル束㊥ρ∈1。r（G）Rρ⑧Ovは自然なAutqq（R）の作用
を持つ。部分群Aut6G］（況）⊂Aut問q（R）を
　　　　　　　Auもも1θ］（況）＝｛（9ρ）ρ∈1・・㊧∈A武q（馨（R）19ρ。＝1｝
により定義する．ここで，ρoは自明な表現であるから，dim　R伽＝1であり，
　　　　　　　　　　　　　Aut£【q（R）竺PAutqq（R）
となる．PAutqG】（R）のW恥への作用は自由であり，　Rρ⑧0〈rはAutt［q（R）の
同変な作用を受けるから，ルb上のベクトル束πρにdec孤tする．ノVの定義から
u加ersa掻◎m◎類10rph捻m
　　　　　　　　▲恥砺→・⑧（黒）恥り
が存在するが，これはAutも團（R）の作用と可換であるから，ル｛θ上の
　　　　　　　　　　　▲陽→Q⑧己）ぴ）
にdecentする・すなわち・尺：＝㊥ρ∈傾ロ）㊧ρ㊦ρに1ま多項式環OM，⑱0ひの作
用が入り，頑ve壬sa1《am勘となる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　O
定義2．6．上の証明中のπρをtautological　v㏄tor　bu臓d1⑧と呼ぶ．
Autt問（R）の定義により，πρ。は自明な直線束である．
　η：Irr（G）→Zに対し，
　　　　　　　　　　　　L（η）・一⑧d・t（π。）⑧η（ρ）　　　　（2戊）
　　　　　　　　　　　　　　　　ρ∈lrぎIG！戊
とおく．ル｛θの構成により，L（θ）はampleである．
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3　Bridgeland－King－Reidの定理
この節では，G⊂SL（2，　C）または，　G⊂SL（3，　C）とし，θ一stabiUtyとθ一se皿一
stabilityは一致すると仮定する，簡単のためルfθをMと表すことにする，ルf
上には，univexsal　f徽輌1yを与える児＝㊥ρπタ⑧ρが存在した坑これをM×ぴ
上のG一同変連接層とみて，Cと書く．ただし，　GはMには自明に作用している、
πM，πひによりM×Cπからのそれぞれの射影を表す．D（M）およびDG（ぴ）に
より，ル正およびぴ上の連接層およびG一同変連接層の作る導来圏を表す．函手
Φ：D（M）→DG（Cπ）およびΨ：DG（ぴ）→D（M）を次のように定義する：
Φ（一）二皿πc・．（πM＊（一⑧ρo）⑧C）
そして
　　　　　　　　　　Ψ（＋（綱回』））G・
ここで，
　　　　　　　　　　　　C∨＝］R兜（刑OM．c。（C，OM×ぴ）
はCのd磁ved　dualである．但KRIと全く同じ議論により，次が示される．
定理3．1．G⊂SL（η，◎，　n＝2または3とする．このとき，ル1θ→Cπ／Gは
cre興励ア¢so九勧ηであり，Φ，Ψは互いに逆の圏同値である．
4　G⊂SL（2，　C）の場合
前節における圏同値としてのMcKay対応を前提として，　Mθがθに応じてどのよ
うに変わるのか，考えよう．G⊂SL（2，（C）のときは，　genericなθに対してはル｛θは
みなC2／Gの最小特異点解消であり代数多様体としては同じものであるが，　GIT商
としては変化するものである．この様子はwey1群により記述できる（Kr◎nhe輌mer，
［KrD，本節では，このことを函手Φを使って説明する．
rl・＝｛θ：Irr（G）→Qlθ㈹＝0｝
とおく．θ一stabihもyによって，　nにはいわゆるchamb¢r　structureが入る．
　補題1．1により，Kξ（C2）は，既約表現を単純ルートに対応させることにより，
アフィンルート系に対するルート格子だと見ることができる，（正則表現がminimal
▲ma餌aエy　ro◎tに対応する．）すると，κξ（C2）μ匿⑧0。〕は有限型のルート格子で
あり，Hは，それに対応するウェイトの空間となる．
　次は本質的にはKronheimerによるもので，2次元の場合のchamber　structure
を調べる際に重要な鍵となる．次のような定式化及び証明は中島による．
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補題4．1（Root　Lemma，｛Kr］，｛CS｝〉．5≠◎を正則表現Rの部分表現とし，適当
なθに対してルfθ（S）が空でないとする．このとき，ルfθ（S）は2次元または0次元で
ある．2次元になるとき，S＝Rであり，0次元になるとき，　Sはκξ（（C2）／Z｛R⑭0。］
においてルートに対応する．
ProoφF∈ルfθ（S）とする．この点におけるルfθ（8）の（接空間の）次元は
dim　O－E・tも。、（田）－dimG－H・m・。、（呪F）＋dimG－E・tる。、（呪F）一〈”〉
　　　　　　　　　＝：2－〈F，2ブ〉．
従って，ル｛θ（3）≠のならば，＜呪F＞≦2である．これは，Sを有限型ルート格子
の元と見ると，0またはルートに対応することと同値である．　　　　　　　　□
θ∈臼をCoh2（C2）上sem輌一§tabilityとs捻b蹴yとが一致するものと仮定する．　H
において，θの属するchamberを次のように定義する：
0（θ）＝｛η∈Hlη一stabilityとθ一stab山tyは一致する｝
命題4．2．η∈C（θ）であることと，（2ぼ）のL（η）がル㌔上餓〆eであることは同
値である．
1）roo∫η∈C（θ）ならば，モデュライの構成によりL（η）はampleである．θoを0（θ）
を囲むw姐上にge鵬ralに（これは本質的ではない）取る．θoはw頚上にあるか
ら，8∈ル｛θでθ◎－stableでないものが存在する．θ◎をwal1上geneΣa1に取ったか
ら，∬⊂Eで，FとE／Fがθo－stableになるものが存在する，∬とE／Fは同型で
はなく（Gの表現としても同型でない）ともにθo－s七ableなので，　G－HomOc、（E／呪F）
やG・・E・t；。、（E／理）は（後者｛まS…e双対をとれば）消える・従って・
　　　　　　dimO－E・tも，、（E／朋）一一く呪E／F＞一＜F，　F＞－2
となる．射ル｛θ→πは，このようなEをみな．FΦE／Fのクラスに写すから，
少なくとも一っの射影直線を一点につぶす，L（θ∋は疏上GITにより定まる
（fracも畑品恥i鵬bUB沮eの引き戻しであるから，巫p▲eでない．　　　　　　ロ
これを函手Φを使って言い換える．η：Irr（G）→Qは1（ξ（C2）からQへの写像に
拡張できるが，Dξ（C2）のobj㏄tもη（・）の中に代入することにする．
系4．3．ル｛θ→C2／Gの例外直線を昂，＿，亙．とすると，
0（θ）＝｛η∈nlη（Φ（OE‘））＞0（τ＝1，．．．，r）｝
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PwooφΦ（OE、）はIRr（π1∂をD9（c2）のobj㏄tと思ったものに他ならない．する
と，昆上のR」emann－Rochの定理により，η（Φ（0疏））はL（η）IE、の次数と一致す
る，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
系4．4．0（θ）は彫eμcんα励erである．
．汗θげ｛ρ君、］｝⊂輪（Mθ）｝ま（〈，〉について）ルート系の基底をなすが，Φは双
線形形式〈，〉を保つので，｛Φ（0亙）］もルート系の基底となる．よって上の系から
0（θ）はweyl　chamberである．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
とくに，ルfθがG－Hilbと（モデュライ空間として）一致するときを考えると，
系4．5．（7－Hilb（C2）に対応するcんαmber　Coは｛η∈nlη（ρ）＞o（ρ≠ρo）｝である．
Proo£（元oは補題2．2により，上の集合を含むweyl　chamberなので上の集合そのも
のである．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○
5　伊藤一中村の定理
前節の考察と，伊藤中村の定理の関係を説明する．GHilbというのは，モデュライ
空間のうち，tautological　vector　bundleπρがすべてglobal　sectionで生成される，
ということで特徴付けられる，G－Hilbに対応するchamber　Ooは，
C◎＝｛η∈］［到η（ρ）＞0（ρ≠ρo）｝
　＝｛η∈叫η（Φ（o亙））〉◎｝
であった．これらの不等式はそれぞれw凪を定めるから，非自明な既約表現に
ρ1，＿，ρ．と適当に番号を付けると，
η（ρ∂＝η（Φ（OE、））　∀η∈II
となる．r【の定義により，ρ湿0。とΦ（0∂はκξ（C2）／Z［R⑧0。］の中で一致す
る．ここで［Φ（OE、（－1））1＝匝（0疏〉］一［Φ（point）1もまた同じクラスを定めるが，たρ
がgl◎ba1§ecも輌◎nで生成されることからΦ（OE、（－1））＝皿r（克⑱OE鵬（－1））はsheaf
であり，さらにπρ奪が自明な直線束であることからGの表現としては拘を含まな
い．従ってκξ（C2）の中で｛Φ（0属（－1））1＝｛防⑧0。1であり，Φ（OEτ（－1））はsheaf
であるから，
　　　　　　　　　　　　　Φ（OE，（－1））竺ρ‘⑧Oo
34
9
である．すなわち，第1節で予告したように対応している．なお，［KV］や［1］とは
ΦやΨの定義が違う（CとC＞回が入れ替わっている）ので，この表示も少しずれ
ている．
　上のこととΦが圏同値であることから，y∈ル｛＝G－Hilb（（c2）をとると，
H◎moμ（0疏（－1），0賀）竺G－HomOc、（0・⑧ρう，Φ（Oy））
E⊇M（0，，0簸（－1））竺（美Extム。、（Φ（σ、），0・⑧擁）・
左辺はいずれもy∈耳のとき1次元，それ以外の時0であり，Φ（0∋はy∈ル｛
に対応するG－clus七er　Zyの構造層である．従って，次の二つが得られた．
定理5．1（中島のHecke対応の例［N1］Theorem　5．10；［N2］Exapmle　6．3）．次
は同値．
y∈瓦ぐ⇒Oz留の30cξeが角を含む
　　　ぐ⇒0多、の30εおが擁を～つだけ含む
定理5．2（伊藤一中村｛INm2｝〉．次は同値．
y∈瓦⇔0→0。⑧ρi→Oz’→Oz．→0の形の拡大が存在
　　　⇔ん／mんがρεを含む
　　　⇔ん／mんがρ‘を一つだけ含む
注53仲島爪助．〈｛Oo⑧ρ元L｛Φ（0賀）1〉＝＜［0。⑧ρ毫1，｛R⑧0。1＞＝◎などから，
磁mGL　Homロc2（0。⑧ρz，Φ（◇））＝d三m　G　Extもc、（Φ（0∋0。⑧ρ《）となるので，上の
二っの定理は同値である。
　Φが圏同値であることを使ってαのwallを決定し，さらに定理5．1および定
理5．2を導いた．逆に定理5．1があればOoは簡単に求められることに注意してお
く．すなわち，自明でない既約表現ρは必ずsocleにあらわれるので，η∈Ooにつ
いてη（ρ）＞0を満たす．
6　G⊂SL（3，｛C）の場合
この節では，A．　Craw（U垣h大学）と現在行っている共同研究にっいて触れる．　G（：
SL（3，　C）の場合を考える．この場合はC3／Gのcrep飢1t　resolutionはいろいろあ
り，ル1θも実際変化する．そのような様子について調べ，特に任意の射影的crepant
resolutionはル｛θとして得られるか，ということを問題にする．
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　2次元の時と違ってもはや（補題4．1や）命題4．2のようなことは成り立たない．
nの次元の方がPicard群のランクよりも一般には高くなること（そして，　o（θ）は
狭義凸であること）を思えば，これは必然である．ηにL（η）を対応させる写像が，
C（θ）からル｛θのample　coneへの全射であることを期待して，現在研究中である．
（もしそうであれば，すべてのプロップがwall　crossiD9により得られる．）
　C（θ）を系4．3と同様の形に書くことができる：
定理6．1．G⊂SL（3，C）をアーベル群とし，θ∈Hをθ一8励《Wとθ一5e癩一3励《鳩
とが一致するものとする．このとき，ルfθ上コンパクトなd甑50rと既約表現の組
（D1，σ1），＿，（D。，σ。）および（E1，丁1）＿，（E¢，η）があって，0（θ）はη∈nについて
の，次のような形の不等式で定義される．
1．任意の例外直線0について，η（Φ（Oc））＞0
2輌＝1，＿，8について，η（Φ（児灘DJ）＞0
3。Z＝1，＿，オについて，η（Φ（尼⑭吻、））＜◎
　1は2次元の時と同様，L（η）がampleであるための条件であり，0は端射線を
定めるものに限って良い．2も3もΦがsheaf（のシフト）同士の対応を与える場合
ばかりである．その意味では，このようなwallを調べることは，伊藤一中村の定理
の高次元化とみることができる，実際，G－Hilbの場合には，上の不等式はCrawに
よるexpUcitなMcKay対応［qと関係がある．なお，アーベル群に限っているの
は，城崎で喋った”Gづg品wpuzzle”によるモデュライの記述を用いるためである，
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